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疑似リプシッツ関数

2

次数𝑘𝑘の疑似リプシッツ関数𝑓𝑓 ∈ 𝒫𝒫𝒫(𝑘𝑘)

𝑓𝑓 𝒙𝒙 − 𝑓𝑓(𝒚𝒚) ≤ 𝐿𝐿 𝒙𝒙 − 𝒚𝒚 1 + 𝒙𝒙 𝑘𝑘−1 + 𝒚𝒚 𝑘𝑘−1 for some 𝐿𝐿 > 0.

基本性質

• 𝑘𝑘 = 1ならば、𝑓𝑓はリプシッツ連続である。

• 𝑓𝑓は無限遠で𝒪𝒪( 𝒙𝒙 𝑘𝑘)である。

• 𝑓𝑓がほとんど至るところ微分可能ならば、𝜕𝜕𝑡𝑡′𝑓𝑓は無限遠で

𝒪𝒪( 𝒙𝒙 𝑘𝑘−1)である。

𝑓𝑓:ℝ𝑡𝑡 → ℝを次数𝑘𝑘の疑似リプシッツ関数とする。

最後の性質の証明

𝜕𝜕𝑡𝑡′𝑓𝑓 𝒙𝒙 = lim
Δ𝑥𝑥→0

𝑓𝑓 𝒙𝒙 + Δ𝑥𝑥𝒆𝒆𝑡𝑡′ − 𝑓𝑓(𝒙𝒙)
Δ𝑥𝑥

≤ 𝐿𝐿 1 + 2 𝒙𝒙 𝑘𝑘−1 . ∎



補題７.１[6-3]

3

𝑓𝑓𝑛𝑛:ℝ𝜏𝜏+1 → ℝを次数𝑘𝑘の疑似リプシッツ関数とする。

• {𝜖𝜖𝑛𝑛 ∈ ℝ}は極限𝑁𝑁 → ∞で以下を満たす系列である。

仮定

1
𝑁𝑁
�
𝑛𝑛=1

𝑁𝑁

𝐿𝐿𝑛𝑛 𝜖𝜖𝑛𝑛 2 a.s.
0,

1
𝑁𝑁
�
𝑛𝑛=1

𝑁𝑁

𝐿𝐿𝑛𝑛 𝜖𝜖𝑛𝑛 2𝑘𝑘−2 < ∞.

• {𝒂𝒂𝑛𝑛 ∈ ℝ𝜏𝜏}と{𝑏𝑏𝑛𝑛 ∈ ℝ}は、極限𝑁𝑁 → ∞で以下を満たす。

1
𝑁𝑁
�
𝑛𝑛=1

𝑁𝑁

𝐿𝐿𝑛𝑛𝑖𝑖 𝒂𝒂𝑛𝑛 2𝑘𝑘−2 < ∞,
1
𝑁𝑁
�
𝑛𝑛=1

𝑁𝑁

𝐿𝐿𝑛𝑛𝑖𝑖 |𝑏𝑏𝑛𝑛|2𝑘𝑘−2 < ∞ for 𝑖𝑖 = 1, 2.

• 𝑓𝑓𝑛𝑛のリプシッツ係数𝐿𝐿𝑛𝑛 > 0は以下を満たす。

lim
𝑁𝑁→∞

1
𝑁𝑁
�
𝑛𝑛=1

𝑁𝑁

𝐿𝐿𝑛𝑛2 < ∞.



補題７.１の続き
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1
𝑁𝑁
�
𝑛𝑛=1

𝑁𝑁

𝑓𝑓𝑛𝑛 𝒂𝒂𝑛𝑛, 𝑏𝑏𝑛𝑛 + 𝜖𝜖𝑛𝑛 + 𝚽𝚽𝑬𝑬
⊥𝒙𝒙 𝑛𝑛 − 𝔼𝔼𝑧𝑧𝑛𝑛 𝑓𝑓𝑛𝑛 𝒂𝒂𝑛𝑛, 𝑏𝑏𝑛𝑛 + 𝑣𝑣𝑧𝑧𝑛𝑛

a.s.
0.

• 𝒙𝒙 ∈ ℝ𝑁𝑁−𝑡𝑡は以下を満たす。
1
𝑁𝑁

𝒙𝒙 2 a.s.
𝑣𝑣 > 0 as 𝑁𝑁 → ∞ for some 𝑣𝑣 > 0.

𝒙𝒙は、{𝝐𝝐𝑛𝑛}、{𝒂𝒂𝑛𝑛}、{𝑏𝑏𝑛𝑛}、𝑬𝑬の条件下で直交不変である。

• 𝑬𝑬 ∈ ℂ𝑁𝑁×𝑡𝑡は極限𝑁𝑁 → ∞で以下を満たす行列である。

1
𝑁𝑁
�
𝑛𝑛=1

𝑁𝑁

𝐿𝐿𝑛𝑛 𝑬𝑬 𝑛𝑛
max{2,2𝑘𝑘−2} < ∞, 𝜆𝜆min

1
𝑁𝑁
𝑬𝑬T𝑬𝑬 > 𝐶𝐶 for some 𝐶𝐶 > 0.

すると、{𝑧𝑧𝑛𝑛}を独立な標準ガウス変数列として、極限𝑁𝑁 → ∞で



補題７.１の証明
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𝑓𝑓𝑛𝑛 𝑥𝑥 = 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥、𝑏𝑏𝑛𝑛 = 𝜖𝜖𝑛𝑛 = 0を仮定した場合の確率収束性のみを示す。

同様に、𝒙𝒙 ∈ ℝ𝑁𝑁−𝑡𝑡は左直交不変なので、

𝒙𝒙 = 𝚽𝚽𝒙𝒙
∥ 𝒙𝒙 ∼ 𝚽𝚽𝒖𝒖2

∥ 𝒙𝒙 ∼
𝒙𝒙
𝒖𝒖2

𝒖𝒖2.

𝒖𝒖2 ∼ 𝚽𝚽𝒖𝒖2
∥ 𝒖𝒖2 .

𝒖𝒖2 ∼ 𝒩𝒩(𝟎𝟎, 𝑰𝑰𝑁𝑁−𝑡𝑡)とすると、𝒖𝒖2の直交不変性から、

ただし、𝚽𝚽𝒖𝒖2
∥ ∈ 𝒪𝒪(𝑁𝑁−𝑡𝑡)×1は 𝒖𝒖2 と独立でハール分布する。

𝚽𝚽𝑬𝑬
⊥𝒙𝒙 ∼

𝒙𝒙
𝒖𝒖2

𝚽𝚽𝑬𝑬
∥𝒖𝒖1 + 𝚽𝚽𝑬𝑬

⊥𝒖𝒖2 − 𝚽𝚽𝑬𝑬
∥𝒖𝒖1 ∼

𝒙𝒙
𝒖𝒖2

𝒛𝒛 − 𝜹𝜹,

𝒖𝒖1 ∼ 𝒩𝒩(𝟎𝟎, 𝑰𝑰𝑡𝑡)を𝒖𝒖𝟐𝟐と独立なガウスベクトルとして、

𝜹𝜹 =
𝒙𝒙
𝒖𝒖2

𝚽𝚽𝑬𝑬
∥𝒖𝒖1.



補題７.１の証明
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仮定から、𝑧𝑧𝑛𝑛の係数は 𝑣𝑣に確率収束することに注意して、

ℙ 𝑆𝑆𝑁𝑁 > 𝜖𝜖 = ℙ 𝑆̃𝑆𝑁𝑁 > 𝜖𝜖

𝑆𝑆𝑁𝑁 =
1
𝑁𝑁
�
𝑛𝑛=1

𝑁𝑁

𝐿𝐿𝑛𝑛 𝚽𝚽𝑬𝑬
⊥𝒙𝒙 𝑛𝑛 , 𝑆̃𝑆𝑁𝑁 =

1
𝑁𝑁
�
𝑛𝑛=1

𝑁𝑁

𝐿𝐿𝑛𝑛
𝒙𝒙
𝒖𝒖2

𝑧𝑧𝑛𝑛 − 𝛿𝛿𝑛𝑛 .

上記のように𝑆𝑆𝑁𝑁と𝑆̃𝑆𝑁𝑁を定義すると、𝑆𝑆𝑁𝑁 ∼ 𝑆̃𝑆𝑁𝑁を得る。

ℰ𝜖𝜖′ =
𝒙𝒙 2

𝒖𝒖2 2 − 𝑣𝑣 ≤ 𝜖𝜖′ .

上記の事象ℰ𝜖𝜖′の発生確率は1に収束する。

= ℙ ℰ𝜖𝜖′ ℙ 𝑆̃𝑆𝑁𝑁 > 𝜖𝜖 ℰ𝜖𝜖′ + ℙ ℰ𝜖𝜖′
c ℙ 𝑆̃𝑆𝑁𝑁 > 𝜖𝜖 ℰ𝜖𝜖′

c

→ lim
𝑁𝑁→∞

ℙ 𝑆𝑆𝑁𝑁′ > 𝜖𝜖 ℰ𝜖𝜖′ as 𝑁𝑁 → ∞.
𝑆𝑆𝑁𝑁′ =

𝒙𝒙
𝑁𝑁 𝒖𝒖2

�
𝑛𝑛=1

𝑁𝑁

𝐿𝐿𝑛𝑛𝑧𝑧𝑛𝑛.
次ページを参照



補題７.１の証明
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𝔼𝔼
1
𝑁𝑁
�
𝑛𝑛=1

𝑁𝑁

𝐿𝐿𝑛𝑛𝛿𝛿𝑛𝑛

2

= 𝔼𝔼
𝒙𝒙 2

𝒖𝒖2 2
1
𝑁𝑁
�
𝑛𝑛=1

𝑁𝑁

𝐿𝐿𝑛𝑛 𝚽𝚽𝑬𝑬
∥𝒖𝒖1 𝑛𝑛

2

≤ 𝔼𝔼
𝒙𝒙 2

𝒖𝒖2 2
𝚽𝚽𝑬𝑬
∥𝒖𝒖1

2

𝑁𝑁
1
𝑁𝑁
�
𝑛𝑛=1

𝑁𝑁

𝐿𝐿𝑛𝑛2 → 0.

𝔼𝔼𝒖𝒖1 𝚽𝚽𝑬𝑬
∥𝒖𝒖1

2
= Tr 𝚽𝚽𝑬𝑬

∥ 𝚽𝚽𝑬𝑬
∥ T

= 𝑡𝑡.

Cauchy-Schwarzの不等式を使うと、

∵

1
𝑁𝑁
�
𝑛𝑛=1

𝑁𝑁

𝐿𝐿𝑛𝑛𝛿𝛿𝑛𝑛 → 0 in probability.
性質

証明

∎



補題７.１の証明
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Chebyshevの不等式を使うと、

ℙ 𝑆𝑆𝑁𝑁′ > 𝜖𝜖 ℰ𝜖𝜖′ ≤
𝔼𝔼 𝑆𝑆𝑁𝑁′ 2|ℰ𝜖𝜖′

𝜖𝜖2
≤
𝑣𝑣 + 𝜖𝜖′

𝑁𝑁2𝜖𝜖2
�
𝑛𝑛=1

𝑁𝑁

𝐿𝐿𝑛𝑛2 → 0.

以上から、𝑆𝑆𝑁𝑁は0に確率収束する。 ∎

注意

一般かつ概収束の場合の証明は、疑似リプシッツ性を
駆使した非常に技術的な証明が必要である。



補題７.２[3-4, Lemma 5]

9

𝑓𝑓:ℝ𝑡𝑡 → ℝをリプシッツ連続関数として、𝜏𝜏番目の変数に関する偏
微分を𝜕𝜕𝜏𝜏𝑓𝑓と書く。(i)確率ベクトル𝑿𝑿𝑁𝑁 ∈ ℝ𝑡𝑡は、極限𝑁𝑁 → ∞におい
て確率ベクトル𝑿𝑿 ∈ ℝ𝑡𝑡に分布収束する。(ii) 𝔼𝔼 𝜕𝜕𝜏𝜏𝑓𝑓 𝑿𝑿𝑁𝑁 は定義で
きる。(iii) 𝔼𝔼 𝜕𝜕𝜏𝜏𝑓𝑓 𝑿𝑿 は定義できる。すると、

lim
𝑁𝑁→∞

𝔼𝔼 𝜕𝜕𝜏𝜏𝑓𝑓 𝑿𝑿𝑁𝑁 = 𝔼𝔼 𝜕𝜕𝜏𝜏𝑓𝑓 𝑿𝑿 .

証明

Rademacherの定理から、リプシッツ連続関数𝑓𝑓はほとんど至
るところ微分可能である。定義から、𝑓𝑓の偏微分は有界である。
𝜕𝜕𝜏𝜏𝑓𝑓が定義される集合𝐶𝐶𝑓𝑓 = {𝒙𝒙 ∈ ℝ𝑡𝑡:𝜕𝜕𝜏𝜏𝑓𝑓 𝒙𝒙 exists. }に対して、

条件(ii)と(iii)から、ℙ 𝑿𝑿𝑁𝑁 ∈ 𝐶𝐶𝑓𝑓 = ℙ 𝑿𝑿 ∈ 𝐶𝐶𝑓𝑓 = 1を得る。それ

故、一般性を失うことなく、𝜕𝜕𝜏𝜏𝑓𝑓は有界かつ連続と仮定できる。
補題７.２は、条件(i)と分布収束の定義から従う。 ∎



補題７.２の使い方
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{𝑿𝑿𝑛𝑛,𝑁𝑁 ∈ ℝ𝑡𝑡:𝑛𝑛 = 1, …𝑁𝑁}として、補題７.２における𝑿𝑿𝑁𝑁 ∈ ℝ𝑡𝑡を

確率1/𝑁𝑁で𝑿𝑿𝑛𝑛,𝑁𝑁を取る離散確率ベクトルとする。

𝔼𝔼 𝑔𝑔 𝑿𝑿𝑁𝑁 |{𝑿𝑿𝑛𝑛,𝑁𝑁} =
1
𝑁𝑁
�
𝑛𝑛=1

𝑁𝑁

𝑔𝑔(𝑿𝑿𝑛𝑛,𝑁𝑁)
a.s.
𝔼𝔼[𝑔𝑔 𝑿𝑿 ].

{𝑿𝑿𝑛𝑛,𝑁𝑁}の条件下で、𝑿𝑿𝑁𝑁は𝑿𝑿に分布収束する。

1
𝑁𝑁
�
𝑛𝑛=1

𝑁𝑁

𝜕𝜕𝜏𝜏𝑓𝑓(𝑿𝑿𝑛𝑛,𝑁𝑁) = 𝔼𝔼 𝜕𝜕𝜏𝜏𝑓𝑓 𝑿𝑿𝑁𝑁 |{𝑿𝑿𝑛𝑛,𝑁𝑁} → 𝔼𝔼 𝜕𝜕𝜏𝜏𝑓𝑓 𝑿𝑿 .

手順１ 有界リプシッツ連続関数𝑔𝑔に対して、補題７.１を使って

以下を証明する。

手順２ 補題７.２の条件(ii)と(iii)を確認して、



一般化誤差モデル[6-1]
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観測モデル

𝒚𝒚 = 𝑨𝑨𝑨𝑨 + 𝒘𝒘, 𝑨𝑨 = 𝑼𝑼𝚺𝚺𝑽𝑽T,

一般化誤差モデル

𝒃𝒃𝑡𝑡 = 𝑽𝑽T�𝒒𝒒𝑡𝑡 ,

𝒉𝒉𝑡𝑡 = 𝑽𝑽�𝒎𝒎𝑡𝑡 ,

𝒒𝒒𝑡𝑡+1 = 𝝍𝝍𝑡𝑡 𝑯𝑯𝑡𝑡+1,𝒙𝒙 ,

𝒎𝒎𝑡𝑡 = 𝝓𝝓𝑡𝑡 𝑩𝑩𝑡𝑡+1,𝚲𝚲, �𝒘𝒘 , �𝒘𝒘 = 𝑼𝑼T𝒘𝒘
𝟎𝟎

,

𝚲𝚲 = 𝚺𝚺T𝚺𝚺.

𝑩𝑩𝑡𝑡+1 = 𝒃𝒃0, … ,𝒃𝒃𝑡𝑡 .

𝜕𝜕𝑡𝑡′𝝓𝝓𝑡𝑡 𝑛𝑛 =
𝜕𝜕𝜙𝜙𝑡𝑡,𝑛𝑛

𝜕𝜕𝑏𝑏𝑡𝑡′,𝑛𝑛

𝜕𝜕𝑡𝑡′𝝍𝝍𝑡𝑡 𝑛𝑛 =
𝜕𝜕𝜓𝜓𝑡𝑡,𝑛𝑛

𝜕𝜕ℎ𝑡𝑡′,𝑛𝑛
.�𝒒𝒒𝑡𝑡 = 𝒒𝒒𝑡𝑡 − �

𝑡𝑡′=0

𝑡𝑡−1

𝜕𝜕𝑡𝑡′𝝍𝝍𝑡𝑡−1 𝒉𝒉𝑡𝑡′ ,

�𝒎𝒎𝑡𝑡 = 𝒎𝒎𝑡𝑡 − �
𝑡𝑡′=0

𝑡𝑡

𝜕𝜕𝑡𝑡′𝝓𝝓𝑡𝑡 𝒃𝒃𝑡𝑡′ ,

[6-1] K. Takeuchi, “A unified framework of state evolution for message-passing algorithms,” 
in Proc. 2019 IEEE Int. Symp. Inf. Theory, Paris, France, pp. 151-155, Jul. 2019.

𝑯𝑯𝑡𝑡+1 = 𝒉𝒉0, … ,𝒉𝒉𝑡𝑡 .



表記
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𝜷𝜷𝑡𝑡 = �𝑸𝑸𝑡𝑡
T�𝑸𝑸𝑡𝑡

−1�𝑸𝑸𝑡𝑡
T�𝒒𝒒𝑡𝑡, �𝒒𝒒𝑡𝑡⊥ = 𝑷𝑷�𝑸𝑸𝑡𝑡

⊥ �𝒒𝒒𝑡𝑡,

𝑷𝑷𝑴𝑴⊥ = 𝑰𝑰 −𝑴𝑴 𝑴𝑴T𝑴𝑴 −1𝑴𝑴T = 𝚽𝚽𝑴𝑴
⊥ 𝚽𝚽𝑴𝑴

⊥ T.

𝜶𝜶𝑡𝑡 = �𝑴𝑴𝑡𝑡
T �𝑴𝑴𝑡𝑡

−1 �𝑴𝑴𝑡𝑡
T �𝒎𝒎𝑡𝑡 , �𝒎𝒎𝑡𝑡

⊥ = 𝑷𝑷�𝑴𝑴𝑡𝑡
⊥ �𝒎𝒎𝑡𝑡 .

フルランク縦長行列𝑴𝑴の特異値分解

𝑴𝑴 = 𝚽𝚽𝑴𝑴𝚺𝚺𝚿𝚿𝑴𝑴
T ,

左特異ベクトル

𝚽𝚽𝑴𝑴 = 𝚽𝚽𝑴𝑴
∥ ,𝚽𝚽𝑴𝑴

⊥ .

𝚽𝚽𝑴𝑴
∥ ：正の特異値に対応する左特異ベクトル

𝚽𝚽𝑴𝑴
⊥：ゼロ特異値に対応する左特異ベクトル

射影行列

状態発展法特有の定義

𝒐𝒐(1)：要素がすべて𝑜𝑜(1)の有限次元ベクトル
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(A1) 条件ℰ𝜏𝜏,𝜏𝜏の下で、

ℰ𝜏𝜏,𝜏𝜏′ = {𝑩𝑩𝜏𝜏′ , �𝑴𝑴𝜏𝜏′ ,𝑯𝑯𝜏𝜏, �𝑸𝑸𝜏𝜏+1,𝒙𝒙,𝒘𝒘,𝑼𝑼,𝚺𝚺}とする。

𝒃𝒃𝜏𝜏 ∼ 𝑩𝑩𝜏𝜏𝜷𝜷𝜏𝜏 + 𝑩𝑩𝜏𝜏𝒐𝒐 1 + �𝑴𝑴𝜏𝜏𝒐𝒐 1 + 𝚽𝚽 �𝑴𝑴𝜏𝜏,𝑩𝑩𝜏𝜏
⊥ �𝑽𝑽 𝚽𝚽 𝑯𝑯𝜏𝜏,�𝑸𝑸𝜏𝜏

⊥ T
�𝒒𝒒𝜏𝜏.

�𝑽𝑽 ∈ 𝒪𝒪𝑁𝑁−2𝜏𝜏はℰ𝜏𝜏,𝜏𝜏の条件下でハール直交行列である。

�𝝓𝝓𝜏𝜏を𝝓𝝓𝜏𝜏と同じ分離条件を満たすリプシッツ連続関数とする。
すべて𝜏𝜏′ ≤ 𝜏𝜏に対して、大システム極限において

(A2)

𝜕𝜕𝜏𝜏′ �𝝓𝝓𝜏𝜏 𝑩𝑩𝜏𝜏+1,𝚲𝚲, �𝒘𝒘 − 𝔼𝔼𝒁𝒁𝜏𝜏+1 𝜕𝜕𝜏𝜏′ �𝝓𝝓𝜏𝜏 �𝑩𝑩𝜏𝜏+1,𝚲𝚲, �𝒘𝒘
a.s.

0,

�𝒃𝒃𝜏𝜏 = �𝑩𝑩𝜏𝜏𝜷𝜷𝜏𝜏 + 𝒛𝒛𝜏𝜏, independent 𝒛𝒛𝜏𝜏 ∼ 𝒩𝒩 𝟎𝟎, 𝑣𝑣𝜏𝜏𝑰𝑰𝑁𝑁 .

𝑣𝑣𝜏𝜏 = lim
𝑀𝑀=𝛿𝛿𝛿𝛿→∞

𝑁𝑁−1 �𝒒𝒒𝜏𝜏⊥ 2として、{�𝒃𝒃𝜏𝜏}を逐次的に定義する。

1
𝑁𝑁
𝒃𝒃𝜏𝜏′
T �𝝓𝝓𝜏𝜏(𝑩𝑩𝜏𝜏+1,𝚲𝚲, �𝒘𝒘) − �

𝑡𝑡′=0

𝜏𝜏

𝜕𝜕𝑡𝑡′ �𝝓𝝓𝜏𝜏 𝑩𝑩𝜏𝜏+1,𝚲𝚲, �𝒘𝒘 𝒃𝒃𝑡𝑡′
a.s.

0.
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(B1) 条件ℰ𝜏𝜏,𝜏𝜏+1の下で、

𝒉𝒉𝜏𝜏 ∼ 𝑯𝑯𝜏𝜏𝜶𝜶𝜏𝜏 + 𝑯𝑯𝜏𝜏𝒐𝒐 1 + �𝑸𝑸𝜏𝜏+1𝒐𝒐 1 + 𝚽𝚽 �𝑸𝑸𝜏𝜏+1,𝑯𝑯𝜏𝜏
⊥ �𝑽𝑽 𝚽𝚽 𝑩𝑩𝜏𝜏+1, �𝑴𝑴𝜏𝜏

⊥ T
�𝒎𝒎𝜏𝜏.

�𝑽𝑽 ∈ 𝒪𝒪𝑁𝑁−2𝜏𝜏−1はℰ𝜏𝜏,𝜏𝜏+1の条件下でハール直交行列である。

�𝝍𝝍𝜏𝜏を𝝍𝝍𝜏𝜏と同じ分離条件を満たすリプシッツ連続関数とする。
すべて𝜏𝜏′ ≤ 𝜏𝜏に対して、大システム極限において

(B2)

𝜕𝜕𝜏𝜏′ �𝝍𝝍𝜏𝜏 𝑯𝑯𝜏𝜏+1,𝒙𝒙 − 𝔼𝔼�𝒁𝒁𝜏𝜏+1 𝜕𝜕𝜏𝜏′ �𝝍𝝍𝜏𝜏 �𝑯𝑯𝜏𝜏+1,𝒙𝒙
a.s.

0,

�𝒉𝒉𝜏𝜏 = �𝑯𝑯𝜏𝜏𝜶𝜶𝜏𝜏 + �𝒛𝒛𝜏𝜏, independent �𝒛𝒛𝜏𝜏 ∼ 𝒩𝒩 𝟎𝟎, �𝑣𝑣𝜏𝜏𝑰𝑰𝑁𝑁 .

�𝑣𝑣𝜏𝜏 = lim
𝑀𝑀=𝛿𝛿𝛿𝛿→∞

𝑁𝑁−1 �𝒎𝒎𝜏𝜏
⊥ 2として、{�𝒉𝒉𝜏𝜏}を逐次的に定義する。

1
𝑁𝑁
𝒉𝒉𝜏𝜏′
T �𝝍𝝍𝜏𝜏(𝑯𝑯𝜏𝜏+1,𝒙𝒙) − �

𝑡𝑡′=0

𝜏𝜏

𝜕𝜕𝑡𝑡′ �𝝍𝝍𝜏𝜏 𝑯𝑯𝜏𝜏+1,𝒙𝒙 𝒉𝒉𝑡𝑡′
a.s.

0.
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𝜏𝜏 = 0の場合に、性質(A1)、(A2)、(B1)、(B2)を証明する。

手順１

証明は省略

手順２

ある𝑡𝑡に対して、すべての𝜏𝜏 < 𝑡𝑡に関して定理が成立すると仮定
して、𝜏𝜏 = 𝑡𝑡の場合に性質(A1)、(A2)、(B1)、(B2)を証明する。

性質(A1)と(A2)のみを証明

[7-1] E. Bolthausen, “An iterative construction of solutions of the TAP equations for the Sherrington-Kirkpatrick 
model,” Commun. Math. Phys., vol. 325, no. 1, pp. 333–366, Jan. 2014.

Bolthausenの方法[7-1]

反復𝑡𝑡時点でのメッセージの全履歴ℰ𝑡𝑡,𝑡𝑡に関する条件下で、

ハール直交行列𝑽𝑽の事後分布を経由して、(A1)を証明する。
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�𝑴𝑴𝑡𝑡,𝑩𝑩𝑡𝑡 = 𝑽𝑽T(𝑯𝑯𝑡𝑡, �𝑸𝑸𝑡𝑡)に補題６.１を適用すると、

𝒃𝒃𝑡𝑡 = 𝑽𝑽T�𝒒𝒒𝑡𝑡 ∼ �𝑴𝑴𝑡𝑡,𝑩𝑩𝑡𝑡 𝑯𝑯𝑡𝑡, �𝑸𝑸𝑡𝑡
T(𝑯𝑯𝑡𝑡, �𝑸𝑸𝑡𝑡)

−1
𝑯𝑯𝑡𝑡, �𝑸𝑸𝑡𝑡

T
�𝒒𝒒𝑡𝑡

+𝚽𝚽 �𝑴𝑴𝑡𝑡,𝑩𝑩𝑡𝑡
⊥ �𝑽𝑽 𝚽𝚽 𝑯𝑯𝑡𝑡,�𝑸𝑸𝑡𝑡

⊥ T
�𝒒𝒒𝑡𝑡 .

𝑯𝑯𝑡𝑡, �𝑸𝑸𝑡𝑡
T 𝑯𝑯𝑡𝑡, �𝑸𝑸𝑡𝑡 =

𝑯𝑯𝑡𝑡
T𝑯𝑯𝑡𝑡 𝑶𝑶
𝑶𝑶 �𝑸𝑸𝑡𝑡

T�𝑸𝑸𝑡𝑡
+ 𝑜𝑜 𝑁𝑁 .

帰納法の仮定(B2)𝑁𝑁−1𝒉𝒉𝜏𝜏T�𝒒𝒒𝜏𝜏′
a.s.

0（𝜏𝜏 < 𝑡𝑡, 𝜏𝜏′ ≤ 𝑡𝑡）を使うと、

= 𝑩𝑩𝑡𝑡 �𝑸𝑸𝑡𝑡
T�𝑸𝑸𝑡𝑡

−1�𝑸𝑸𝑡𝑡
T�𝒒𝒒𝑡𝑡 + 𝑩𝑩𝑡𝑡𝒐𝒐 1 + �𝑴𝑴𝑡𝑡𝑜𝑜 1 .

�𝑴𝑴𝑡𝑡,𝑩𝑩𝑡𝑡 𝑯𝑯𝑡𝑡, �𝑸𝑸𝑡𝑡
T(𝑯𝑯𝑡𝑡, �𝑸𝑸𝑡𝑡)

−1
𝑯𝑯𝑡𝑡, �𝑸𝑸𝑡𝑡

T
�𝒒𝒒𝑡𝑡

右辺第一項の評価

∎
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𝑁𝑁−1 𝚽𝚽 �𝑴𝑴𝑡𝑡,𝑩𝑩𝑡𝑡
⊥ �𝑽𝑽 𝚽𝚽 𝑯𝑯𝑡𝑡,�𝑸𝑸𝑡𝑡

⊥ T
�𝒒𝒒𝑡𝑡

2
= 𝑁𝑁−1�𝒒𝒒𝑡𝑡T𝑷𝑷 𝑯𝑯𝑡𝑡,�𝑸𝑸𝑡𝑡

⊥ �𝒒𝒒𝑡𝑡

帰納法の仮定(B2)𝑁𝑁−1𝒉𝒉𝜏𝜏T�𝒒𝒒𝜏𝜏′
a.s.

0（𝜏𝜏 < 𝑡𝑡, 𝜏𝜏′ ≤ 𝑡𝑡）を使うと、

=
1
𝑁𝑁
�𝒒𝒒𝑡𝑡T𝑷𝑷�𝑸𝑸𝑡𝑡

⊥ �𝒒𝒒𝑡𝑡 + 𝑜𝑜 1
a.s.
𝑣𝑣𝑡𝑡.

任意の有界リプシッツ連続関数𝑓𝑓に対して、補題７.１を使用すると、

𝑓𝑓 𝑩𝑩𝑡𝑡+1,𝚲𝚲, �𝒘𝒘 = 𝔼𝔼𝒛𝒛𝑡𝑡 𝑓𝑓 𝑩𝑩𝑡𝑡 , �𝒃𝒃𝑡𝑡,𝚲𝚲, �𝒘𝒘 + 𝑜𝑜(1)

= 𝔼𝔼𝒁𝒁𝑡𝑡+1 𝑓𝑓 �𝑩𝑩𝑡𝑡+1,𝚲𝚲, �𝒘𝒘 + 𝑜𝑜 1 .

補題７.２から、以下を得る。

𝜕𝜕𝜏𝜏 �𝝓𝝓𝑡𝑡 𝑩𝑩𝑡𝑡+1,𝚲𝚲, �𝒘𝒘 − 𝔼𝔼𝒁𝒁𝑡𝑡+1 𝜕𝜕𝜏𝜏 �𝝓𝝓𝑡𝑡 �𝑩𝑩𝑡𝑡+1,𝚲𝚲, �𝒘𝒘
𝑎𝑎.𝑠𝑠.

0. ∎

分布収束
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1
𝑁𝑁
𝒃𝒃𝜏𝜏′
T �𝝓𝝓𝑡𝑡 𝑩𝑩𝑡𝑡+1,𝚲𝚲, �𝒘𝒘 =

1
𝑁𝑁
𝔼𝔼𝒁𝒁𝑡𝑡+1 �𝒃𝒃𝜏𝜏′

T �𝝓𝝓𝑡𝑡 �𝑩𝑩𝑡𝑡+1,𝚲𝚲, �𝒘𝒘 + 𝑜𝑜 1 .

補題７.１を繰り返し使用すると、

=
1
𝑁𝑁
�
𝑛𝑛=1

𝑁𝑁

𝔼𝔼𝒁𝒁𝑡𝑡+1 �𝑏𝑏𝜏𝜏′,𝑛𝑛 �𝜙𝜙𝑡𝑡,𝑛𝑛 �𝑏𝑏0,𝑛𝑛, … , �𝑏𝑏𝑡𝑡,𝑛𝑛, 𝜆𝜆𝑛𝑛, �𝑤𝑤𝑛𝑛 + 𝑜𝑜 1 .

補題６.２と(A1)前半を適用して、

=
1
𝑁𝑁
�
𝑛𝑛=1

𝑁𝑁

�
𝜏𝜏=0

𝑡𝑡

𝔼𝔼𝒁𝒁𝑡𝑡+1 �𝑏𝑏𝜏𝜏′,1 �𝑏𝑏𝜏𝜏,1 𝔼𝔼𝒁𝒁𝑡𝑡+1 𝜕𝜕𝜏𝜏 �𝜙𝜙𝑡𝑡,𝑛𝑛 �𝑏𝑏0,𝑛𝑛, … , �𝑏𝑏𝑡𝑡,𝑛𝑛, 𝜆𝜆𝑛𝑛, �𝑤𝑤𝑛𝑛 + 𝑜𝑜(1)

=
1
𝑁𝑁
�
𝜏𝜏=0

𝑡𝑡

𝒃𝒃𝜏𝜏′
T 𝒃𝒃𝜏𝜏 𝜕𝜕𝜏𝜏 �𝝓𝝓𝑡𝑡 𝑩𝑩𝑡𝑡+1,𝚲𝚲, �𝒘𝒘 + 𝑜𝑜 1 almost surely. ∎
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